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”To not know math is a severe limitation to understanding the world.”
— Richard Feynman

1 INTRODUCTION

The realm of theoretical ecology uses heavy mathematical frameworks to predict, test and create hypothesis
concerning different questions on ecology [2, [1]]. A great deal of these techniques consist of systems of
differential equations that describe the macro behavior or trends of a large population, given same assumed
processes behind its dynamics. These models are popular due to being simple to solve numerically and
opening the possibility of deriving analytical solutions. Yet, they do not capture the full behavior of a
population in detail, due to simplifications they must assume.

But how does one arrive at a differential equation to describe a system? There are several models already
known such as the Lotka-Volterra, which as many of common models, came to ecology from other fields
such as chemistry or physics. One approach to obtaining a differential equation is to modify pre-existing
models to fit the desired assumptions. Another approach is to derive the differential equations from first
principles, considering the dynamics of individuals and than extending this dynamics to a population. The
later, although mathematically more challenging, provides a way of understanding where does each term
on a differential equation comes from, and why they are described the way they are.

In this text, my goal is to present an introduction to the master equation formalism, and the assembling of
a differential equation as an approximation, to those that wish to work with mathematical modelling of
ecological problems. Here I will presume that the reader already had contact with Calculus and its able to
understand concepts such as limits, derivatives and integrals. To the reader not familiar with those topics I
recommend the series of Youtube videos from [3blue1brown about Calculus, and also the book listed in ref

3.

2 MASTER EQUATIONS

We will begin small. Considering first the dynamics of one individual and some probabilities. Most of the
formalism shown here was inspired by the book listed in ref [4]].

2.1 Two level system

To get matters into our own hands, let us first imagine a particle that may occupy two different states, 1
and 2. Here I'll be using the term “particle” in a generic way to refer to a individual component of a system,
I could call it an agent, or an individual. This “particle” may indeed have physical meaning, if our system
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is a atom, for example, that might be found at two different energy states. But this may also not be the
case, if our system is a genome, than our particle may be a gene that might be active (1) or inactive (2). It
might even represent a living being that might be alive (1) or dead (2). The precise terminology here is
not important, since this formalism applies to a wide range of systems, from biological to physical, what
matters is that for now, our system is composed of only one piece, our “particle”, and it can only be in two
states, either 1 or 2.

Neste caso, a transi¢do entre um estado para outro (de um gene ativo para inativo, por exemplo) ocorre a
taxas w, sendo wy_,2 a taxa na qual nossa particula sai do estado 1 e vai para o 2, e ws_,1 a taxa na qual a
particula vai de 2 para 1. Estas taxas de transi¢ao dependem da natureza do sistema em estudo e podem ser
diferentes e até variar no tempo.

Para fins de didética e simplicidade, vamos comecar supondo que ambas as taxas sdo constantes no
tempo, porém podem ter valores diferentes, isto € wy_,2 # wo_,1. A probabilidade de que a particula saia
do estado 1 e va para o 2 entre os instantes de tempo ¢ e ¢t + At € a taxa na qual o evento ocorre, vezes 0
intervalo de tempo considerado w;_,2At. De forma andloga, wy_,1 At € a probabilidade de que a particula
saia do estado 2 e va para o 1, durante o intervalo de tempo At.

Este processo pode ser esquematizado da seguinte forma

X=Y (1

onde X pode representar o estado 1 e Y o estado 2.

Podemos nos perguntar qual € a probabilidade de que, em um dado instante ¢ a particula esteja no estado
1 P;(t) ouno estado 2 P»(t). Uma vez que somente estes dois estados sdo possiveis, P (t) + Pa(t) = 1.
Construiremos entdo uma equagdo diferencial para a probabilidade P (t). Aqui € importante notar que
estamos assumindo que nosso processo ¢ um processo de Markov, isto €, a taxa de transi¢ao entre dois
estados depende apenas do estado atual e ndo do histérico de transi¢des e estados da particula. Nem todos
0s sistemas se comportam assim, alguns deles podem ter uma memoria do passado que também afeta o
futuro, tais sistemas ndo seguem processos de Markov.

A probabilidade P (t + At) que a particula esteja no estado 1 entre os intervalos de tempo ¢ e ¢ + At
possui duas contribuicdes advindas de duas possibilidades: ou a particula ja estava no estado 1 no instante ¢
e ndo mudou para 2 durante o intervalo At, ou a particula estava em 2 no instante ¢ ¢ mudou para 1 durante
o intervalo At. Sendo assim

Py (t + At) = Pi(t) x Prob de continuar em 1 + P5(t) x Prob de mudar de 2 para 1 (2)

Como discutido anteriormente, a probabilidade de transicdo é dada pela taxa de transicdo vezes o
intervalo de tempo considerado. Ou seja, Prob de mudar de 2 para 1 = wy_,1At. A probabilidade de
continuar no estado 1, jd estando em 1, é 1 — wy_,2At. Aqui poderiamos argumentar que nao sao apenas
estas possibilidades, também teriamos a chance de que durante o intervalo At, a particula estava em 1,
mudou para 2 e voltou para 1.
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1—-2—-1 3)
At

robabilidade desta transi¢ao ocorrer é wi_.9 W1 = W]_2W9_s1 , ambas as transicoes
A probabilidade desta transic At x At At?, amb transic
precisam ocorrer durante o intervalo At¢. Ou talvez ela estivesse no 2, mudou para 1, voltou parao 2 e
mudou para o 1 novamente.

2—1—=2—=1 4)
At

Quem sabe ela poderia ja estar em 1, mudar para o 2, voltar para o 1, ir para o 2 novamente e ainda voltar
para o 1 mais uma vez

l1=2=-1=2=1 5)
At

cuja probabilidade de ocorréncia é w? w3, Att. Poderiamos seguir adiante supondo cada vez mais
eventos ocorrendo durante o intervalo At, todos contribuindo de alguma forma para que ao observarmos
nossa particula, ela estivesse no estado 1. Veremos que, felizmente nao precisamos considerar estas
transi¢coes intermedidrias, quando tomamos At muito pequeno.

Com tudo o que consideramos até agora, a probabilidade de observar a particula no estado 1 apds At é

Pyt + At) = Pi(t) [(1 - wim2A8) + (wisawa o1 AF) + (Wi owi At +- ]+ (6)
+ Py(t) [(was1 AL) + (w3 w152A8%) + - -]

aqui os - - - indicam mais termos que existem e estao associados a mais transicdes intermedidrias como
porexemplol — 2 — 1 — 2 — 1 — 2 — 1. Vamos dar uma olhada em o que cada termo desta equagao
representa

2 2 2 4
Pi(t+At) = Py(t) (1= wi152A8) 4 (Wi0w2 51 A7) 4 (Wi _owy ] ALY) 4+ | +
Prob estado 1 ap6s At Prob ja estarem 1 em ¢ | Prob ndo mudar para 2 Prob 1—-2—1 Prob 1-2—1—-2—1
2 3
+ PQ(t) £w2_>1At) +£w2_>1w1_>2At Z-i- s
Prob estarem 2 em ¢ Prob 2—1 Prob 2—1—2—1
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Rearranjando os termos e dividindo toda a equacio por At, obtemos uma equagao para a mudanga da
probabilidade P (t) com o passar do tempo.

APy (t)

A oD (1) [—wis2 + (Wisow2 51 AL) + (Wiyowh o AEY) + -] + 7)

+ Po(t) [was1 + (Wi w12 ) + -+ -]

Esta é uma equagdo dindmica nos informando como a probabilidade de encontrar a particula no estado
1 muda conforme o tempo passa, onde AP (t) = P;(t + At) — P;(t). Tomando agora o limite em que
At — 0, nossa equacdo se torna uma equagao diferencial e todos os termos contendo At ou poténciais de
At se tornam negligentes.

dP; (Zf)
dt

= —wi2P1 (1) + was1 Pa(t) (8)

De forma anédloga, podemos obter uma equagdo para P»(t) que assume uma forma similar

dPQ(t)
dt

= —w21 (1) + w2 Pi(t) ©)

Tendo a probabilidade inicial P (tg) e Pa(tp), podemos resolver o conjunto de equagdes para saber como
a probabilidade muda com o passar do tempo. Estas duas equacdes sao exemplos simples de Equacoes
Mestras.

2.1.1  Ponto de vista populacional

Entretanto, equacdes mestras se tornam mais uteis quando consideramos sistemas formados por N
constituintes (falamos aqui N particulas). Considere entdo um sistema com N particulas que podem
realizar estas transicdes descritas anteriormente entre os estados 1 e 2. Introduzimos aqui o numero
ocupacional n para o estado 1, dizendo que das N particulas totais, n delas estdo no estado 1. Podemos
entdo nos perguntar qual é a probabilidade de que em um dado instante ¢, exatamente n das /N particulas
estejam no estado 17?7

Aqui o leitor pode comecar a tentar pensar em conexodes dessa pergunta com modelos biolégicos. Por
exemplo, em um sistema com N genes, qual € a probabilidade de que n deles estejam ativos em um dado
instante de vida? Ou em uma populacdo de /V individuos, qual é a probabilidade de que exatamente n deles
estejam doentes em um momento ¢ apds o inicio de uma epidemia? Mais tarde mostraremos como este
formalismo pode nos levar a equagdes populacionais para a dindmica de interagdes entre espécies como as
equacoes de Lotka-Volterra.

Voltando ao nosso sistema, podemos enumerar 3 contribui¢des para P (n;t):

1. Ja haviam n particulas no estado 1 e N — n no estado 2, no instante ¢, € nenhuma particula mudou de
estado durante o intervalo At
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2. No instante ¢ haviam n — 1 particulas no estado 1, e uma particula que estava no estado 2 passou para
o 1 durante o periodo At

3. Haviam n + 1 particulas no estado 1, no momento ¢, e durante o tempo At, uma particula do estado 1
passou para o 2.

Novamente, poderiamos considerar cendrios onde 2 ou mais particulas transicionam de estado, ao invés
de uma so6, ou até mesmo considerar que uma particula foi de 1 para 2, a0 mesmo tempo que uma foi de 2
para 1, e assim por diante. Mas como no caso da particula individual, estes termos serdo da ordem de At”,
com n > 2. Dizemos que estes sio termos de ordem O(At?). E novamente, ao tomarmos o limite At — 0,
para obter a equagdo diferencial, estes termos se tornaram insignificantes e despreziveis. Escrevemos a
probabilidade da seguinte forma

Py(n;t 4+ At) = Py(n;t) x Prob nada acontece + P;(n — 1;t) x Prob 2 — 1+ (10)
+ Pi(n+1;t) x Prob 1 — 2+ O(At?)

Para o primeiro termo, a probabilidade de que nada ocorra, isto €, nenhuma particula mude de estado, é
o produto das probabilidades de que n particulas no estado 1 continuem no estado 1, e NV — n particulas
no estado 2 continuem no estado 2. A probabilidade de que uma tnica particula no estado 1 ndo mude de
estado € 1 — w;—,2At. Como as n particulas precisam se manter no estado 1, a probabilidade disso ocorrer

z

€

(1 — w1_>2At) X (1 — w1_>2At) e (1 — w1_>2At) = (1 — W1_>2At)n (11)

. J
-

n vVezZes

A expansdo em Taylorﬂ-] desta expressao nos da

n(n — 1wi_e A2 n(n—1)(n —2)
2! 3!
=1 — nwi_oAt + O(At2)

(1 — w12A0)" = 1 — nwy AL+ ARNB 4= (12)

De forma andloga, a probabilidade de que nenhuma particula que ja esta no estado 2, saia do estado 2
é1— (N — n)wa_1 At + O(At?). Sendo assim, a probabilidade de que o sistema nio mude durante o
intervalo At é 1 — (nwiso + (N — n)ws_s1) At + O(At?).

Juntando as demais probabilidades, obtemos

1" A expansdo em Taylor é uma forma de representar funces continuas por uma soma infinita de polinémios. Quanto mais termos no polindmio, mais a soma se
aproxima ao valor real da fung@o. Neste caso, estamos expandindo uma funcéo onde a varidvel é At, e se esta varidvel é pequena o suficiente, podemos realizar
a expansdo sem perder informagdo. O mesmo argumento é o que faz com que se possa fazer sin(z) ~ x, caso z seja pequeno. Recomendo o seguinte video
para entender expansdes em Taylor Taylor Series — Chapter 10, Essence of Calculus - 3bluelbrown
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Cintra, P. H. P. From Individuals to Populations

Pi(n;t+ At) = Pi(n;t) [1 — (nwise + (N — n)wa1) At] + Pi(n — 1;6)(N — n + 1)way1 At+
(13)

+ Pi(n+ L;t)(n+ w2 At + (’)(AtQ)

Novamente rearranjando os termos para se obter AP;(n;t) e tomando o limite At — 0, chegamos a
equagdo mestra para a populacao de particulas, nos fornecendo a mudanga no tempo da probabilidade de
que n particulas ocupem o estado 1

dPi(n;t
1(5;% ) _ (w12 + (N — n)wa—y1] Pr(n;t) + (N —n + Dway1 P(n — 1;t)+ (14)

+ (n 4+ DwisoP(n + 1;t)

De forma geral, a equagdo mestra para uma populagdo n de particulas (ou individuos) € obtida relacio-
nando as taxas de transi¢des globais (globais pois ndo estamos considerando heterogeneidades espaciais
ainda) definidas pelo simbolo 2,,/_,,,. No nosso caso 2, p+1 = (N — n)wa1 € Qpsp—1 = nwi—2, € a
equagao mestra € escrita como

dPi(n;t
1<§t ) Qs + Q) Punst) + Qo Pln — 1) + Qi P+ 18) (15)

2.2 Generalizacao

Tendo visto a montagem da equagdo mestra para um sistema de dois niveis, vamos generalizar esta
equacgdo para quando nosso sistema possui mais de 2 estados. Digamos que nosso sistema é uma populacao,
e os estados sdo a quantidade de individuos vivos no momento. Sendo assim 0 significa que nenhum
individuo estd vivo, o estado 1 representa um individuo na populagdo, e assim por diante. Denotamos
entdo P(i;t) a probabilidade de que o sistema esteja no estado ¢ (com ¢ individuos vivos, no exemplo
anterior) no instante de tempo ¢. A partir deste estado, o sistema pode ir para o estado j a uma taxa w; ;. A
probabilidade de que ele saia do estado ¢ e va para algum estado j durante o intervalo ¢ e t + At € a soma
de todas as taxas de transi¢ao, excluindo o caso w;_;, multiplicadas por At, ou seja, > ki Wierj At.

De forma geral entdo, a probabilidade de observar o sistema em 4, entre ¢ e t + At, para um sistema de
muitos estados possiveis € escrita como

P(ist+ At) = P(ist) | 1 =Y wijAt | + > P(jit)wjidt +O(AL?) (16)
i o g# )
Prob se n:arnter em ¢ Prob sair de;Tgum j parai

O que nos fornece a equagdo mestra para processos discretos
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M = Z (Wj—i P(J3 1) — wins i P(i3t)) n

dt C—
J#

2.2.1 Operadores de transigao de estados

Ha uma forma util de reescrever a equacao mestra, que tornard muito mais fécil o calculo da aproximacgao
de campo médio (veremos isso em breve). Para escrever-la de forma simplificada, introduzimos o operador
de transi¢do de estados, ou operador steﬂ que transicionam uma funcao definida para inteiros em uma
quantidade escolhida.

Elf(n)] = f(n+m) (18)

E importante notar que os operadores step sdo apenas definidos como atuantes em func¢des discretas
de variaveis inteiras. O subindice n denota o parametro a ser transicionado e o superindice m denota a
quantida a ser transicionada. Usando esta notacdo podemos reescrever o somatorio da equagdo mestra
como

dP(gi; 2 - Z (Ezj - 1) [wifjﬁip(i;t)} = Z [Wi%i+jpi+j(t) — wi,j%P(z‘; t)] (19)
J#0 j#0

3 APROXIMAGCAO DE CAMPO-MEDIO

Resolver a equagdo mestra é um trabalho complicado e frequentemente impossivel analiticamente. Sendo
assim, € comum que a partir dela, tentemos obter aproximagodes da dinamica do sistema. Como a equagdo
mestra € no fundo um sistema de equacdes que relacionam as probabilidades de um estado com probabilida-
des de outros estados, podemos trabalhar inicialmente com aproximagcdes que visem eliminar a necessidade
de se resolver equacdes para cada probabilidade possivel.

Um método simples para isso aparece se estivermos interessados apenas no valor médio que o sistema
possui em um dado momento. Em um sistema ecolégico, podemos nos perguntar qual é o valor médio da
populacao naquele sistema, em um certo instante de tempo. A média de um dado valor 7’| € dada por

(n) = nP(n;t) (20)

2 Qs leitores vindos da fisica ou da matemética podem pensar nos operadores escada comumente vistos em mecanica quéantica. Porém, os operadores escada
aqui ndo sdo os mesmos que atuam em estados fisicos. Por este motivo optei pelo nome operadores de transi¢cdo de estados. Em inglés eles sdo comumente
chamados de step operators. Enquanto os operadores escadas atuam no estado fisico do sistema, os operadores de transi¢do de estados sdo apenas ferramentas
matemadticas que atuam em uma fung@o genérica, sendo assim, modificam ndo apenas o estado mas também a probabilidade.

3 Aqui vamos mudar a notaco, passando de representar o estado atual do sistema como 4 para representd-lo como 7, afim de aproximar a nota¢io a uma nogio
mais voltada para problemas ecoldgicos, onde n frequentemente representa a populacio de uma dada espécie.
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Sendo assim, dada uma equac@o mestra genérica, podemos multiplicar pela varidvel de interesse € somar
sobre todos os possiveis estados para obter uma equacdo que relacione as médias dessa varidvel.

- anP Ul S 0 (Bl 1) [wa o P 1)] = (21)

no j#0
= Zznwnﬁnnﬁ n+] Zznwn ]Hn n t)
Jj#0 n j#0 n
_ZZ J)wn—j—sn P Zan]_m n;t)
J#0 n j#0 n

onde da penultima para a dltima linha nés fizemos a mudanga de indice n — n + 7 no primeiro somatorio,
para reescrevé-lo em termos de P(n; t)ﬂ Por fim, a ultima linha pode ser reescrita como

% <n(t)> = Z Z _jwn—j—mP(n; t) = - Z <jwn—j—>n> (22)

j#0 n J#0

Isto é, a variacao temporal média de um sistema € dado pelo negativo da soma das médias de todas as
taxas de transi¢do entre os possiveis estados, multiplicadas pelo valor do estado do sistema. Em termos
mais comuns a problemas ecoldgicos, pensando em uma equagdo de populacio, a variagdo temporal média
no numero n de individuos em uma populacdo € igual ao negativo da soma das médias de todas as possiveis
transicOes entre niveis populacionais diferentes, multiplicados pelo valor de populacdo em cada um deles.

A aproximac¢do de campo médio nos fornece uma equagdo deterministica para um sistema, permitindo
uma solucao mais simples e facil, porém negligénciando os efeitos estocésticos intrinsecos ao processo.
Outra consideragao feita pela aproximacao de campo médio € que ela descarta correlagdes entre os
momentos estatisticos das distribui¢des de probabilidade de um sistema. Isto é

N
sz :H x;) (23)

i=1

4 REPRODUGAO E MORTE

Antes de tratar alguns sistemas mais complexos, vamos considerar um caso bem simples onde solucdes
analiticas podem ser obtidas, afim de comparar o que podemos encontrar a partir da equacao mestra, e da
aproximagdo de campo médio.

Imagina uma populacdo de individuos que dispde de recursos infinitos, podem se reproduzir assexuada-
mente e morrer de causas naturais. A taxa de reproducgdo é denotada por b, e assim como consideramos no
caso exemplo do sistema de dois niveis, podemos esquematizar esta reacao no sistema da seguinte forma

4 EXPLICAR COMO FUNCIONA A MUDANCA DE INDICE DE SOMATORIOS




Cintra, P. H. P. From Individuals to Populations

X—b>X+X (24)

Ja a taxa de morte € denotada por d, e esquematizada como

X 7 %] (25)

onde () representa um estado vazio, ou seja, um individuo para de existir. Se cada individuo possui uma
taxa de reproducdo b, entdo a transi¢ao da populacio w11 pode ocorrer de n formas diferentes (cada
um dos n individuos pode se reproduzir e aumentar em 1 a populagéoEb e a probabilidade de transi¢do de n
para n + 1 durante At é

Wnoma1 At = nbAt - (1 — bAH)™ ! (26)

onde temos n possibilidades de um individuo se reproduzir com uma probabilidade bA¢, a0 mesmo tempo
que os demais n — 1 individuos nio se reproduzem, cada um com probabilidade 1 — bAt. Ao tomarmos o
limite At — 0, todos os termos de ordem (O(At?) se tornam despreziveis e a probabilidade é escrita como

lim wp 1AL = Pyypi1 = bn (27)
At—0
De forma anéloga, ao considerarmos a probabilidade de transi¢do de n para n — 1 devido a morte de

individuos, temos n possibilidades nas quais um individuo morre e os demais n — 1 individuos permanecem
vivos. Ao tomarmos o processo usual At — 0, obtemos

At—0

Finalmente podemos escrever a equagdo mestra para este sistema, em termos das probabilidades de
transic@o entre niveis populacionais e as probabilidades de que o sistema esteja em um dado nivel

%P(n; t)=bn—1)P(n—1;t)+d(n+1)P(n+1,t) —n(b+ d)P(n;t) (29)

Ou utilizando a notacao do operador de transicao

5 Lembrando aqui que a chance de dois individuos se reproduzirem durante o intervalo de tempo At é proporcional & At2, que é um termo que tende a zero
quando fazemos At — 0.
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%P(”;t) = [b(B; = 1) +d (B = 1)] [nP(n; 1)) (30)

Para este cendrio, podemos obter uma solugdo analitica da equagdo mestra, uma vez que ela € linear na
variavel de estado n. O leitor menos familiarizado com matemaética e funcdes geratrizes pode achar esta
proxima sessao demasiadamente complexa, porém o resultado principal da solu¢do analitica é dado na
equacdo (47) e discutido logo em seguida.

4.1 Solucao pela funcao geratriz

Para encontrar um conjunto de solu¢des analiticas para a equac@o mestra, introduzimos o formalismo de
fungdes geratrizes. A fungdo geratriz G(z, t) é definida por meio de

[e.9]

G(z,t) = Z 2"P(n;t) (31)

n=—oo

note que a soma vai sobre todos os valores de n, se n representa uma populacao em um sistema ecoldgico,
entdo n € sempre inteiro e positivo, portanto o somatorio vai de n = 0 até oo, ao invés de n = —oo.
Se soubermos a func¢ao geratriz, podemos expandir ela em séries a partir da definicdo e identificar as
probabilidades P(n;t) em cada termo da expansao. Importante notar que pela condi¢ido de normalizagio
da probabilidade, temos

G(1,t) = i P(nit) =1 (32)

n=—oo

para todos os instantes t. Além do mais, saber a funcdo geratriz permite a determinacao de todos os
momentos estatisticos da varidvel aleatéria de estado n. Para o primeiro momento estatistico, isto &, a
média, temos

82 2" P(n;t)
P(n;t) = —-

=1 0z 0z

() = Y nPity = 3 %

n

onde usamos o fato que n = e , onde a barra lateral significa que estamos tomando o resultado
z
z=1

da operacio na condi¢io em que z = 1. Para o segundo momento estatistico, utilizamos o fato n? =

o (0
0z 0z

z=1

10
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(34)

::Z;:nzfxn;w:: gz (Zéﬁ%g;j))

Podemos também obter a probabilidade de qualquer estado P(n;t) através da derivada da funcéo geratriz

z=1

"Gz, 1)

P(n;t) = ERT

(35)

z=0

onde a condi¢do z = 0 nos permite reduzir a expressdo para a n-ésima derivada de G(z, t) apenas no termo
de interesse P(n;t). Sem ela, obteridmos

Q”G (2,1) Z Jmn —D(m—=2)---(m—n+1)] P(m;1) (36)

m=0
onde todos os termos m < n serdo zero. Com a condic¢do z = 0, apenas o termo onde m = n se torna ndo
nul(ﬁ e a derivada se resume a P(n;t).

Se multiplicarmos a equag@o mestra do sistema de reprodugdo e morte (30) por 2" e somarmos sobre
todos os n, obtemos, para o lado esquerdo da igualdade

Zz —P (n;t) Zz”P n;t) aGét ) (37)

enquanto que para o lado direito da igualdade

0G(z,t)
N0y _ 14 — n+1 7,2 n— 1 )
b En Z"(n—=1)P(n—1;t)=b En 2" nP(n;t) = bz E 2 =bz 5 (38)

0G(z,t
dz,z”(n +1)P(n+1;t) = dgﬂ:zn_lnP(n;t) =d gz ) (39)

n

0G(z,t)
0z

(b+d)> z"nP(nit) = (b+d)z (40)

6 Por definigio 00 = 1.

11



Cintra, P. H. P. From Individuals to Populations

onde na primeira e segunda equagdes nds fizemos a mudanca de indice no somatérion =n—1len =n+1,
respectivamente. Obtemos entdo a equacgdo diferencial parcial para a funcad geratriz

0 0 0
aG(z,t) = [bz2 +d—z2(b+d)] aG(z,t) =(z—1)(bz — d)aG(z,t) 41)

Esta equacao diferencial parcial pode ser resolvida pelo método das caracteristicas (no qual eu nao sei
pois quando eu deveria ter aprendido isso em Fisica Matemdtica A na graduacido o meu professor passou o
semestre inteiro para ensinar séries de Fourier e deixou de lado os outros 90% da ementa, portanto quem
resolveu esta equacao foi o Vav4 [leiam a dissertacdo de mestrado dele] e eu apenas digitei as contas).

Se a varidvel s parametriza a curva caracteristica, entao

dG  dz0G  dtdG

Ty T 42
ds ds 0z * ds Ot 0 42)
Substituindo da equacdo (4 1)), obtemos
dG  dzoG dt oG  0G (dz dt
e S L D —d) e = — [+ (= Dbz —d) ) = 4
ds ds 0z N ds (2= 1)(bz —d) 0z 0z (ds * ds (z = 1)(b= d)> 0 )
Portanto, desde que % # 0
dz dt dz dz
—+—(-1)bz—d) = dt = dt = 44
3 g F T Wb d) = 0= oy 0:’/ +/(z—1)(bz—d) ¢ @y

onde C' € uma constante arbitraria. A integral em z pode ser resolvida através de fragdes parciais

L
b—d

z—1
bz —d

z—1
bz —d

t In

o=

‘ =Dt — (h — d)e” (45)

Uma vez que b e d também sio constantes, (b — d)e” ainda é uma constante que chamamos de . Esta
expressao pode ser reescrita isolando z para obtermos uma expressao para z(t)

1 & dae—(0—d)t

14 bae—(b-d)t (46)

z(t)

onde teremos o sinal positivo de + quando 1 < z < d/boud/b < z < 1, e 0 negativo sempre que
z > max(1,d/b) ou z < min(1, d/b). Se desejamos continuar com a solugdo analitica, precisamos escolher
uma condic¢do inicial para a equagdo mestra, que ird servir como condi¢do de contorno para a equacao

12
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diferencial parcial da fun¢do geratriz. Uma condicao inicial aceitavel € que inicialmente, a populagdo é
igual a V, ou seja, P(n;0) = &, y. Esta condigdo reflete na condigdo de contorno G(z,0) = 2(0)" para a
funcao geratriz.

Como encontramos ja z(t), podemos escrever a solugdo completa da funcao geratriz

(47)

N
o) = 1+da\" [ |bz —d| +d|z — 1]elb-D
VT \Txba) T\ (o —d[£ bz — 1)et-dt

Tendo enfim a solug@o para a fungdo geratriz, podemos utilizar a defini¢ao (31)) e (35)) para obter P(n;t)
para qualquer n, apenas fazendo derivac¢des da fungao geratriz. Entretanto, este trabalho seria extremamente
tedioso e o caso mais interessante no momento é a probabilidade de extin¢ao P(0,t) em um instante ¢.

g b=t \ N
P(0,t) = G(0,1) = T bt (43)

sendo IV, o valor inicial de populacdo no sistema. Caso b < d, a populag@o eventualmente serd certamente
extinta, uma vez que as exponenciais sdo ambas negativas e eventualmente nos aproximamos do limite
d/d = 1. Ou seja, a probabilidade de extin¢do aumenta até chegar em 1 conforme ¢ — oo, garantindo que
a populacdo serd extinta. O interessante € notar que mesmo se b > d, a probabilidade de extingdo ainda é
nao-nula

t—00

b N
lim P(0,t) = <3) se b>d (49)

Apesar de nao-nula, notemos que esta fracdo diminui conforme N aumenta. Portanto, populagdes
pequenas possuem uma chance maior de serem extintas, mesmo quando a taxa de reproducdo b supera a
taxa de mortalidade d. Conforme a populagao cresce e N aumenta, a probabilidade de extin¢ao diminui
tendendo a 0 quando N — oo.

4.2 Aproximacao de campo médio

Continuamos ainda com o mesmo modelo, mas agora consideremos uma aproximac¢ao de campo médio
para o sistema. Neste caso, ao multiplicarmos por n e somarmos sobre todos os n a equagdo mestra (29),
obtemos

Z %nP(n; t) = bZn(n —1)P(n—1;t) + dZn(n +1)P(n+1;t) — (b+d) Zn2P(n; t)

13
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Para o primeiro somatoério, fazemos a mudanga de indice n = n — 1, afim de escrevé-lo em termos de
P(n;t)

bY n(n—1)P(n—1t)=bY (n+1)nPnit) =Y n’P(nit) +bY _ nP(nit)  (51)

Ja para o segundo termo, no mesmo objetivo fazemos a mudanca de indice n =n + 1

dZn(nJrl) (n+1;t) —dz (n — 1)nP(n;t) dZnQPnt dZnP(n;t) (52)

A equagdo para a populacdo média se torna entdao

) = bZnQP(n; t) + bZnP(n; t) + dZn2P(n;t)— (53)
- dZnP(n;t) — bZnQP(n;t) — dZnQP(n;t) =
—d)) nP(n;t) = (b—d) (n)

Esta é a equagdo conhecida comumente como a descri¢do de um modelo malthusiano de crescimento.
Se b > d, a populacdo cresce exponencialmente, ja se b < d, a populacdo diminui até a extingdo. Aqui,
obtivemos uma equacgao totalmente deterministica para o sistema, como sendo a média de um sistema
estocdstico probabilistico descrito por uma equagdo mestra (29). Note que aqui, por a dindmica ser
totalmente deterministica, ndo h4 probabilidade de extin¢cdo para b > d. Vemos entdo na pratica uma
limitagdo do limite de campo médio. A extin¢do da populagcdo em crescimento € uma realidade que so se
torna aparente ao se levar em conta a natureza estocastica do sistema.

5 CRESCIMENTO LOGISTICO

Prosseguimos nosso estudo com um modelo um pouco mais complexo. Ainda vamos supor uma populagcao
que dispde de recursos infinitos e pode se reproduzir assexuadamente. Porém, além da morte natural, os
individuos desta populacdo também competem entre si por recursos, levando as seguintes reacOes para
descrever a dindmica possivel da cada individuo no tempo At

X?X—FX (54)
ng (55)
X+X X (56)

14
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Estas reacdes nos dizem que cada individuo se reproduz com uma taxa b, morre por mortes naturais com
uma taxa d e morre devido a competi¢do por recursos a uma taxa a.

Novamente, iremos construir o passo a passo da equacao mestra e desenvolver a teoria de campo médio.
Desta vez, a equacdo mestra ndo possuird solucao analitica pois, como veremos mais na frente, a equagao
ndo serd linear na varidvel de estado n.

Comecamos estabelecendo as contribuicdes para que entre o tempo ¢ e At, observemos o sistema com
n individuos (analogamente dizemos que o sistema esta no estado n), lembrando que transi¢des de mais
de dois niveis ou transi¢des intermedidrias sdo todas da ordem O(At?) e serdo eliminadas ao tomarmos
At — 0. Por isso, ja optamos por ignorar estes processos

1. No momento ¢, o sistema ja estava no estado n, e nao mudou de estado durante o intervalo At;

2. No tempo t, o sistema estava com n + 1 individuos e um individuo morreu por causas naturais, levando
o sistema ao estado n;

3. Novamente, no tempo ¢ o sistema estava com n + 1 individuos, porém um deles morreu devido a
competi¢do por recursos com seus vizinhos;

4. A populagdo em ¢ era de n — 1 individuos e um deles se reproduziu e gerou um novo integrante.

A principio, ndo diremos nada a respeito das taxas de reacdo b, d e «, no final do cdlculo do limite de
campo médio veremos como as suposicoes a respeito delas mudam a equacdo diferencial que descreve o
sistema.

A probabilidade de transigio para o item 2 wy 11, At = d(n + 1)At (1 — dnAt)" = d(n + 1)At +
O(At?). De forma andloga para o item 3 w11, At = a(n + 1)At + O(At?). Podemos representar a
probabilidade total P11, = (d + ) (n + 1)At + O(A#?).

Para o item 4, escrevemos diretamente wy, 1, At = b(n — 1)At + O(At?). E finalmente, o item 1 pode
ser visto como 1 menos a probabilidade de 2, 3 e 4 ocorrerem.

Portanto, podemos escrever a probabilidade de observar o sistema com 7 individuos, apos um intervalo
At como

P(n;t+ At) = P(n — 1;t)b(n — 1)At+ (57)
+ P(n+1;t)(d+ a)(n + 1)At+
+ P(n;t)(1 — bNAL)(1 — dnAt)(1 — anAt) + O(At?) =
— P(n; t)(l — bNAt — dNAt — aNAt)+
+ P(n —1;t)b(n — 1)At + P(n + 1;t)(d + o) (n + 1) At + O(At?)

Dividindo tudo por At e tomando At — 0, obtemos a equagao mestra

%P(n; t)=—Pn;t)(b+d+an+Pn—1;t)b(n—1)+ P(n+ 1L;t)(n+ 1)(d+a) (58)
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Esta equacdo se parece muito com a equagao para o modelo de reproducio e morte apenas, com a adi¢ao
de a. De fato, se « for constante, assim como b e d, podemos redefinir uma constante v = d + « e resolver
este sistema da mesma forma que o anterior, obtendo os mesmos comportamentos. O interessante entretanto,
€ o caso onde a competicdo nao € constante. Exploraremos isso logo apds o célculo da proximacao de
campo médio.

Se estamos interessados na média de n em um dado instante ¢, utilizamos (n) = Z nP(n;t) para obter
n

a equacao deterministica do sistema. Multiplicando a equacdo mestra por n ¢ somando sobre todos os
estados, obtemos

d
T (ny=—(b+d+a) zn:n2P(n;t) + bzn:nzp(n —1;t) — bzn:np(n —1;t)+ (59)

+(d+a)> n*Pn+Lt)+ (d+a) Y nP(n+1;t)

A esta altura, eu torco para que o leitor ja esteja habituado a realizar o procedimento de mudanca de
indices de somatdrios, para poder escrever todas as somas em termos de P(n;t). Mesmo assim, faremos
com mais detalhes essa etapa aqui.

Nos somatdrios contendo P(n — 1;t), fazemos a mudanga de indice n = n — 1, tornando-os

banP(n —1;t) = bZ(n +1)2P(n;t) = bZnQP(n; t)+ 2bZnP(n;t) + bZP(n;t) =
= banP(n; t)+ QbZnP(n; t)+0b

onde na dltima linha utilizamos a normalizacdo ) _,, P(n;t) = 1. O outro somatério fica

by nP(n—1;t) =0 (n+1)P(n;t)=bY nP(n;t)+b (61)

Analogamente para as somas envolvendo P(n + 1;t), fazemos a mudancga de indice n = n + 1

(d+a)Y n’Pn+1Lit) = (d+a) Y (n—1)*P(n;t) = (d+a) Y _n’P(n;t)— (62)

n

—2(d+ «) ZnP(n;t) + (d+ «)
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(d+a)Y nPn+1t)=(d+a)Y (n—1)Pnit)=(d+a)» nPnit)—(d+a)  (63)

n

Juntando tudo, a equacao mestra fica escrita como

d
T (ny=—(b+d+a) ; n*P(n;t) + b; n*P(n;t) + Qb; nP(n;t)+ (64)

—i—b—bZnP(n;t) —b—i—(d—l—oz)ZnZP(n;t) —2(d+a)ZnP(n;t) + (d+ a)+

+(d+a)ZnP(n;t)—(d+a):

= bZnP(n; t) — dZnP(n;t) - aZnP(n;t)

Novamente, vemos que caso b, d e « sejam constantes, € equacao mestra se torna a mesma equacao do
modelo de reproducdo e morte, com a diferenga que o termo de mortalidade € agora adicionado de um
fator devido a competicdo por recursos, e ao invés de b > d ser a condi¢@o necessdria para o crescimento
exponencial, precisamos ter b > d + «.

Mais realisticamente, a competicdo por recursos depende da quantidade de individuos na populacao.
Quanto menos individuos, menor a necessidade de competir com vizinhos por comida, dgua, espaco,
etc. Portanto, uma consideragdo mais realistica € a = agn. Isto é, a competi¢do por recursos aumenta
linearmente com o aumento da populagdo. Manteremos a taxa de reproducdo e a mortalidade natural
constantes.

% (n) = bzn:nP(n; t) — d;nP(n;t) — aozn:nQP(n;t) = (65)

=b(n) —d(n) — ag <n2>

Note que estd equagio envolve a média de n?, isto é, o segundo momento estatistico da distribuico de
probabilidades para os estados possiveis do sistema. Poderiamos refazer todo o processo para encontrar
uma equacao que descreva a variacdo temporal de <n2>, e substituir a integral desta equagao no ultimo
termo. Porém, estd equacao iria depender do terceiro momento estatistico <n3> Nao ajudaria muito.

A aproximacao de campo médio também supde no fundo que todos os momentos estatisticos de ordem
maior que 1 s3o dados em termos do primeiro momento estatistico (a média), como explicitado na equagao
(23). Logo
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— (n) = b(n) —d(n) —ag (n)* = | (b—d) —ag (n) | (n) (66)

Esta é a equagdo conhecida para um crescimento logistico!

No fundo, o que a aproximacao de campo médio estd dizendo nesta equacdo € que a variancia na
distribui¢do de probabilidade dos estados n, em um dado instante ¢, é nula Var[n] = (n®) — (n)> =0=

2\ 2 eaA e ~ . ~
(n?) = (n)~. Caso a varidncia ndo seja nula, podemos reescrever a equagdo (66) como

—(n) =b(n)y —d(n) — g (<n2> + Var[n]) (67)

Ou seja, a presenga de uma varia¢ao na probabilidade de distribuicdo de estados do sistema, naturalmente
provoca uma diminui¢@o no valor esperado de n para um dado instante de tempo ¢. A estocasticidade ndo
apenas provoca flutuacdes em torno da média, como também € capaz de mudar o préprio valor esperado de
populacdo ¢ tempo ap6s o inicio da dinamica.

6 LOTKA-VOLTERRA DE PREDACAO

Partiremos agora para um sistema envolvendo duas populagdes. Considere uma populacdao X que se
reproduz consumindo algum recurso, que a principio € ilimitado, como um herbivoro se alimentando de
pasto em uma regido vasta e sustentdvel. Portanto, em um dado intervalo de tempo At, a seguinte reacio
pode ocorrer

X = 2X

r

isto é, o individuo X pode se reproduzir com uma taxa . Ao mesmo tempo, uma segunda populagdo de
individuos Y se reproduz a partir do consumo de um individuo X a uma taxa e morre por causas naturais
a uma taxa . Logo, ainda em um dado intervalo de tempo At podemos encontrar

X+YE>2Y

Y =0
¥

Denotaremos por P;(x,y) a probabilidade de que em um dado instante ¢ haja z individuos da populagdo
X e y individuos da popula¢do Y. Em um instante ¢t + At, o total de processos que levam a Py a¢(z, )
nos fornecem a equacdo mestra do sistema
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Priat(z,y) = Pz, y) (1 — rzlt) (1 — BeyAt) (1 — yyAt) + (68)
+ Pi(z — Ly)r(z — 1)At + Pz, y + 1)y(y + 1) At+
+P(x+1,y—1Dp(x+1)(y —1)At

Reorganizando obtemos a forma usual da equacao mestra

Priai(r,y) — Pi(z,y) = Pi(x,y) (—yyAt — BryAt — reAt + fyay* A + ryeyAt*+
+ Bra’yAt® — 'yﬁra:2y2At3) + (69)
+ Pi(z — Ly)r(x — 1)At + Pi(x,y + 1)y(y + 1) At+
+P(z+1,y—1)Bx+1)(y — 1)At

A mudanca em probabilidade por tempo é entdo escrita dividindo toda a equacao por At

AP

+ Bra’yAt — 75r$2y2At2) + (71)
+ Bz —Ly)r(z—1)+ FBz,y+ 1)y(y+ 1)+
+Fh+1ly—-1)B+1)(y—1)

Conforme fazemos At — 0, os termos multiplicados por At se tornam despreziveis e podemos escrever
a equacao diferencial para a mudanca de probabilidade no tempo ignorando todos os termos de ordem
O(At) ou mais

ap(;; y_) =—P(z,y) (yy+ Pry+rz)+ Plx — 1,y)r(xr — 1)+ P(z,y + D)y(y + 1)+ (72)

+Plx+1Ly—1)px+1)(y—1)

onde a dependéncia temporal de P estd implicita e por isso ndo escrevemos mais o subindice ¢. Afim
de obter as equacdes de Lotka-Volterra, utilziamos uma aproximagao de campo médio, na qual nos
preocupamos apenas com as médias destas probabilidades, ignorando as flutuacdes existentes. E importante
dizer que neste processo, ainda estamos assumindo uma populacdao homogéneamente distribuida pelo
espago, uma vez que a taxa de predacdo [ e crescimento r dos predadores Y e as presas X sdo constantes
e iguais para todos os individuos.

Em uma teoria de campo médio, calculamos o valor médio de uma varidvel (z) somando cada valor
assumido por ela, multiplicado pela probabilidade de ocorréncia de cada valor, isto é
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=5 aP(a,y) (73)

=0 y=0

y=0y=0

onde n € o maximo da populacdo. Para obter uma equacgdo para a variacdo temporal da média de x,
somamos sobre todos os possiveis x e y a equagado (/2)), e multiplicamos por z

ZZ M szpa:y vy + By + rx) +ZZ:€P3¢—1 y)r(z — 1)+

y +ZZxP:vy+1 (y+1) +ZZ%Pi+1y—1)5(ﬂc+1)(y—1)=
:—VZZ:L"yP(Iy BZnyny ry Y a?P(zy)+
+r;;ic2p<x1,y>r;;w(u@1,y>+v;;xyP<x,y+1>+
+D> Y aP(ry+1)+BY Y aPyPle+1ly—1) =Y Y 2*Ple+1,y— 1)+
+Bzzy:xyP(x+l,y—1)—ﬁyz:ZxP(x—l—l,y—1) y

PR vy

Aqui fazemos o processo usual de mudanca de indice nos somatoérios. A diferenca é que a mudanga de
indice agora precisa ser em ambos os indices de x e y. Portanto devemos mudar os indices de todos os
termos do tipo P(z+,y + 1). Claro que, em termos do tipo >, >, 2 P(z,y + 1) a mudanga do indice y
nos somatério ndo muda nada, uma vez que a varidvel de estado y ndo aparece explicitamente na soma,
apenas z. O mesmo vale para termos do tipo >, >, yP(z £ 1,y). Desta vez, ndo faremos o passo a passo
da mudanca de indice.

Portanto, os Unicos termos restantes sao

>3 oey) = S 1) - P Ly )
Ty

que representam

(5 ) =r @) - o) 74)
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De forma anéloga, para y

<%> = 5 (zy) — 7 () (75)

A aproximagdo de campo médio assume ainda que (xy) = (z) (y), isto é a média da multiplicacdo é
a multiplicacdo da média. Isso s6 é verdade caso os valores de = e y sejam independentes. Escrevendo
xr = (x) ey = (y), apenas para simplificagdo da notacéo e deixar a equac¢do mais familiar. No fundo aplciar
esta nota¢do indica dizer que a populacdo x € sempre igual a média, ou seja, nao ha variagdo, portanto o
modelo € deterministico.

ox

% re — Bxy (76)
oy

o = By =y (77)

Assim obtemos as equagdes diferenciais conhecidas do modelo de Lotka-Volterra de predacao.

7 EQUACAO MESTRA ESPACIAL

A ecologia € intrinsecamente espacial. At€ o momento, tudo o que vimos continha uma suposi¢do que
nos permitia ignorar as caracteristicas espaciais. As populagdes eram totalmente homogéneas no espago.
Isso faz com que possamos ignorar efeitos de movimento individual ou heterogeneidades na densidade
populacional. Trataremos desta abordagem a partir de agora. A principio, para simplificacdo e melhor
entendimento, desconsideraremos a dindmica de crescimento, morte, competi¢do, etc. Focando apenas
em como 0 movimento espacial dos individuos € representado pela equacdo mestra. Mais tarde, quando
aplicarmos este formalismo no caso de crescimento populacional com competicao ndo-local, juntaremos
tudo e obteremos o sistema de equagdes diferenciais que corretamente descreve o sistema.

Imagine um espaco discreto, isto €, a posi¢c@o espacial de um individuo é dada em localizacdes especificas.
Dizemos que o espaco € como uma rede, onde individuos podem estar localizados nos nés desta rede. Mais
para frente, faremos o espacamento entre os nos tender a zero, recuperando entao um espaco continuo.
Considere ainda que um individuo localizado em um sitio ¢ desta rede espacial, s6 pode se mover para os
sitios Vizinhoﬂ Neste caso podemos pensar no estado do sistema como sendo descrito pela quantidade de
particulas em um dado sitio 7. Se uma particula individual pode, durante o tempo At, se mover para algum
sitio vizinho, temos as seguintes reacdes para a dinamica individual

7 O argumento por tras desta consideracio é andlogo ao porque consideramos apenas mudangas unitarias entre os estados do sistema no caso nio espacial.
Porque mudangas nio unitdrias serdo da ordem O(At?) e se tornaram despreziveis no limite de tempo continuo.
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T —r Tja1 (78)

T; — Ti—1 (79)

Isto significa que, durante um intervalo de tempo At, dois sitios consecutivos estdo ligados pela seguinte
reacao

(4, Mig1) y: (ni — 1,41 + 1) (80)
(g, mi—1) h—L> (n; —1,mi—1 +1) (81)

onde n; € a quantidade de particulas no sitio 7, e th e hiL sdo as taxas de movimentacao no sitio ¢, para a
direita e para a esquerda, respectivamente. Claro que, estas taxas podem ainda ser fun¢des do tempo. O
caso mais simples € o que as taxas de movimentacdo nao dependem da posicao, sdo iguais para qualquer
lado e independem do tempo, ou seja, hi¥(t) = hEX(t) = h.

Podemos nos perguntar entdo, qual € a probabilidade de se observar n particulas no sitio 7, entre os
intervalos de tempo ¢ e t + At. Neste intervalo de tempo, quatro coisas podem ocorrer, cada uma com uma
contribui¢cdo para a probabilidade

1. Um individuo do sitio i 4+ 1 pode se mover para i com uma taxa h”
2. Um individuo do sitio 7 — 1 pode se mover para ¢ com uma taxa hﬁu;

3. Um individuo de ¢ pode se mover para ¢ + 1 a uma taxa hiR;

4. Uma particula de ¢ pode se mover para ¢ — 1 a uma taxa hiL.

Os dois ultimos itens cotributem negativamente com a probabilidade, pois precisamos que eles nao
ocoram. Sendo assim, a probabilidade de se observar n individuos em 4, apos At é

P(ng, t + At) = P(ni, t)ng(1 — hE At — hEAL)+ (82)
+ P(nis1,t)(n; + 1)hE At+
+ P(ni_1,t)(n; + 1)AL At + O(A)

A primeira linha representa a probabilidade de que ja tenhamos 7 individuos em 7 e nenhum deles se
mova para ¢ + 1 ou? — 1, ou seja, € a probabilidade de que os itens 3 e 4 ndo ocorram. A segunda linha
representa a probabilidade de que o item 1 ocorra. E a dltima linha contem a probabilidade de que o

item 2 ocorra, mais as contribuicdes de saltos miltiplos ou transi¢des intermedidrias, dadas por O(At?).
Reorganizando esta equacdo, obtemos
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% = P(nis1, t)hE o (ni + 1) — P(ng, t)hEn; — P(ng, t)hitn,— (83)
O(At?)

At

— P(ni—1,t)hF {(ni+1) +

Tomando o limite At — 0, eliminamos as contribui¢des de ordem At

OP(nj,t)

o = P(niﬂ, t>hZL+1(ni + 1) — P(ni, t)hiLn,- — P(ni, t)hf{ni— (84)

— P(ni—1,)hi 1 (ni +1)

Utilizamos aqui o simbolo de derivada parcial 0, ao invés da derivada total, pois agora a probabilidade
depende ndo apenas do tempo, mas também do espacgo. Entretanto, ndo estamos interessados em descrever
a dindmica em apenas um tnico sitio n;. O processo para descrever um espagco com NN sitios em cada lado,
seria extremamente tedioso e demorado. Podemos entdo pensar em um vetor 77, onde cada componente
representa a quantidade de individuos em um sitio. Por exemplo, em um espago com 5 sitios, temos
1 = (n1,ng,ns, ng, ns). Desta forma, se desejamos conhecer a quantidade de particulas em um dado sitio
n;i, podemos realizar uma projecdo do vetor 7 na dire¢ao n; definindo um vetor unitério é;, tal que

No caso de exemplo, se ¢ = 2 temos

(n1,n2,m3,m4,m5) - (0,1,0,0,0) =n1 x0+nagx14+ngx0+ng x0+n5 x0=ny  (86)

A equagido (84) fica reescrita, de forma generalizada para toda a rede de sitios, como

o L
aP(n, t) = XZ: hE(n; + 1) P(7 + é — éi41, 1)+ (87)
+ Y hE(ni + )P+ 6 — 61, t)—
7

= (hff+ hfniP(ii, )

Esta equacdo relaciona todos os sitios da rede com seus vizinhos através da soma e subtracao dos vetores
unitdrios é. Por exemplo, o termo do primeiro somatorio, quando ¢ = 2 é
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hg(nz + 1)P(ﬁ + €y — é3, t) = hf(ng + l)P([nl,nz 4+ 1,n3 — 1, ny, n5],t) (88)

A equacao (87) ¢ Equacao Mestra para movimentacao.

Assim como as demais equacdes mestras, solucionar analiticamente esta equacao é frequentemente
impossivel, e quando possivel, extremamente trabalhoso. Portanto, costumamos aplicar como de costume a
aproximac¢do de campo médio.

7.1 Aproximacao de campo médio

Como ja vimos, estamos interessados agora no valor médio da populacdo em cada sitio. Portanto, aplica-
mos o processo usual de multiplicagdo por n e soma sobre todos os estados possiveis. Aqui, multiplicamos
por um valor n;, isto €, a quantidade de particulas no sitio j, para enfim obtermos o valor médio neste sitio.
Para o primeiro termo da equag@o (87), temos

SN hf i+ VP + e — éipa,t) = Y Y hi(ni+ OngP(ii+ 6 — éip1, )+ (89)
n 7 igé{j,j—l} n
+ Z hﬁ(n]‘ + 1)an(ﬁ +é; — éiy1,t)+
n

+ > (o1 + Dng P(7i + & — €141, t)
n

Aqui nds apenas separamos os termos ¢ = j € ¢ = 7 — 1 do somatdrio em %, pois eles resultaram em uma
diferenca ao realizar a troca de indices.

Zzhz]‘%(”i + UniP(ii + & — éi41,t) =
ni

= > > hifmngP(,t) + Y hing(ng — )P, t) + Y b ng i (ng + 1)P(ii, t) =
ig{jj-1} n n n

=S ltwns PGt + - (Wi = hyny ) PG 1) (90)
7 n n

O mesmo processo para o segundo termo de (87)), nos fornece
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Ax — 0

hL h‘R
— X Re(z,t)  BR(zt)
— — =0 |
x_ﬁ
Ax

Figura 1. Transicdo da descri¢ao discreta para continua da posi¢do espacial. Esquerda: espago discreto
dividido em sitios de tamanho Az. Ao se passar a descri¢do a partir da posicdo do sitio para a posi¢ao no
espaco x, e fazendo o tamanho de cada sitio tender a zero, obtemos um espaco continuo onde as transicoes
entre sitios se tornam taxas de movimentacao para cada lado no espaco.

Z Z hlL(nZ + 1)an(ﬁ + €& — &1, t) =

n 7
= > Y hfninP(i.t) Zh nj(n; + P, 1)+ Y hF nj1(n; — 1)P(ii,t) =
i¢{jj+1} n n

= Z Z hZLTLZTZ]P(ﬁ, t) -+ Z (hjL-i-lnj-H - hjﬂj) P(ﬁ, t) (C2))
i n n

Substituindo (90) e (91) em (87), obtemos das duas primeiras linhas apenas os termos em sitios j — 1 e
J+1

0
o7 (M) = ity (i) + B () + (5 + b7) () (92)

Podemos agora tomar o limite de espago continuo. Para tal, notamos que se o0s sitios sdo igualmente
espagados, entdo o sitio j na posi¢ao x estd a um espaco Ax dos seus vizinhos (figura|l).

Substituimos entdo a quantidade de particulas n no sitio j pela multiplicacdo da densidade de particulas,
vezes o tamanho do espago entre os sitios nj(t) = p(x,t)Ax e nj+1(t) = p(z + Az)Az. Além disso, as
taxas de movimentacao se tornam funcdes da posi¢ao espacial x, ao invés de serém escritas em termos do
indice do sitio, logo hj+1 = h(z + Ax).

5" p(z,t) = Wz — Ax)p(z — Az, t) + b (x + Ax)p(z + Az, t) + |RE(z) + hE(2)] p(z,t)  (93)
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Expandindo as funcdes espaciais em séries de Taylor até os termos de ordem Axz?

0 Az? 92
flo s Ar) ~ fla) £ Ard pa) + 50 ) ©04)
obtemos
0 g Ohfi(x,t)  Ax?9?hE(x,t) op(x,t)  Ax?0%p(x,t)
ap(x,t) = [h (x,t) — Ax e + 5 92 } [p(x,t) — Ax o + 5 02 }

+ {hL(x,t) + Axah;f’t) + Ag : azh;ff ’t)} {p(:c,t) + Agjapéz’ t ., Af 02223562, t)}
+ |nB(x) +hL<x)} pz,t) =
- Ax% [,o(x, ) (hL(x, t) — ¥, t))} + AT’“"Q;—; [p(x, ) (hL(a;, t) + hR(z, t))] 95)

onde utilizamos a regra de multiplica¢do de derivadas entre a terceira e quarta linhas. Podemos compactar
esta equacdo definindo a velocidade de advecgdo v(z,t) = Az(hf(x,t) — h'(x,t)) e o coeficiente de
difusdo D(z,t) = Az?/2 - (hF(x,t) + h®(x,t)), permitindo reescrever

2
9 plat) = 2 [ple 0, )] + o (DG Dol 1) 96)

Adveccao Difusao

A dinamica individual simples de movimentacdo entre sitios vizinhos, com taxas de movimentagao
diferentes automaticamente implica em uma equagao de adveccao-difusdo para a dindmica populacional.
Interessantemente, se h(x,t) = h%(z,t), entdo v(z,t) = 0 e apenas a difusdo ocorre. Faz sentido, se os
individuos se movem em taxas iguais para a direita e para a esquerda, entdo o perfil de densidade todo
tende apenas a se espalhar pelo espaco, mas sem ter uma movimentagdo predileta para algum lado.
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